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LE DEUX-GROUPE DES CLASSES EST CYCLIQUE
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ET KENNETH HARDY<2)
(Received March 11, 1985)
1. Introduction
Soit m>\ un entier sans diviseur carre, tel que le deux-groupe H2(ni) des
classes d'ideaux au sens strict de Q(\/m) soit cyclique d'ordre au moins 8;
soit h(m) = 0 (mod 8) le nombre des classes d'ideaux au sens strict de Q(V^)
Pour un tel nombre m il y a deux possibilites ([1] et [2]):
a) m=pq, p et q nombres premiers = 1 (mod 4) tels que
(±)
 =
 (P.) =(±)=i
\q / \q h \ρ/4 '
b) m=2p, p nombre premier = 1 (mod 16) tel que ( — ) = 1 .
\ p /4
Rappelons que les facteurs principaux de Q(χ/m) sont les deux diviseurs sans
diviseur carre du discriminant de Q(\/~ϊn) representes par la forme X2—mY2.
Nous obtenons les resultats nouveaux suivants:
Theordme 1. Soit p et q deux nombres premiers tels que h(pq) = 0 (mod 8).
Les equations
(1.1) Z2= pX2-qY2, Z2 = qXt2-pY'2
ont des solutions en entiers rationnels X} Yy Z, X', Y', Z' tels que
I ί V V\ ( V Vf\
VA> γ ) — \ Λ > χ ) —
(1.2)
, Z Ξ Z ' Ξ I (mod 2).
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( 7\ /?Y\ ί7'\ /?X'\
— ) et β={ — )(^r) ne dependent que de p
ϋ /4\ Z / \ a /4\ Z '
et q. r *
De plus h(pq) = 0 (mod 16) si, et settlement si, a—β=l. Sinonp,q ou — 1 est
facteur principal suivant que (a, j8)=(l, —1), (—1, l)ou( — 1, —1) respectίvement.
Si n=ί (mod 8), on pose (—) =(-1)^-
\ 2 / 4
Theoreme 2. *SΌώ )^ MW nombre premier tel que h(2p) = 0 (mod 8). Les
aquations
(1.3) Z 2 - pX2-2Y2, Z / 2 = 2X / 2 -^y / 2
ont des solutions en entίers rationnels X, Y, Z, X'\ Yf} Z' tels que
(1.4) (X, Y)= 1, Z > 0 , Z = ±l (mod 8), (—)= 1, Z Ξ I ou 3 (mod 8),
\p /
(1.5) (Xf, Y ' ) = 1, Z ' > 0 , Z' = l (mod 8), — ) = 1 .
\pJ
( Z\ IX\ IZ'\ IX'\
— j ( — j et β={ — j ( —- J ne dependent que de p.
De plus h(2p) = 0 (mod 16) si, et seulement si, a=β=l. Sinon —2,2 ou —1
est facteur principal suivant que (a, y8) = (l, —1), (—1, 1) ou (—1, —1) res-
pectivement.
Corollaire du theorέme 2. Un nombre premier p tel que h(2p) = 0 (mod 8)
s'έcrit
(1.6) p = u2+2v2 = 2e2-d2 avec C^) = 1 et 2ϋ = 0, rf = l (mod 8) .
Alors
Pour demontrer ces theoremes nous utilisons la theorie des formes quad-
ratiques binaires, et considerons le groupe des classes de formes quadratiques
[A, B, C]=Ax2-{-2Bxy-{-Cy2 de discriminant Am pour la composition, groupe
dont le deux sous-groupe est isomorphe a H2(m). Une methode analogue a
ete utilisee par Leonard et Williams ([4] et [5]) pour obtenir des critέres de
divisibilite de h(m) par 16 quand m est negatif.
Notre methode est elementaire en ce sens qu'elle n'utilise que la theorie
des corps quadratiques (dans le langage des formes quadratiques binaires). En
utilisant la theorie du Corps de Classes, Yamamoto [6] a obtenu des criteres
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difϊerents des nόtres. Nous comparons ses resultats avec les nόtres et avec
ceux de Leonard et Williams ([4], [5]) a la fin des §§3 et 4 consacres respective-
ment aux cas m=pq et rn—2p.
2. Racines carree et quatrieme d'une forme d'ordre 2
Dans ce paragraphe p et q designent deux nombres premiers distincts,
eventuellement 2, tels que h(pq)~0 (mod 8).
Parmi les trois formes φ_χ= [— 1, O,pq], φp=[p, 0, —j], φq=[q, 0, —p]
exactement une est dans la classe unite, et les deux autres sont dans la classe
ambigue. Comme h(pq) = O (mod 8) ces formes sont des puissances quatriέmes;
et h(pq) = O (mod 16) si, et seulement si, φp et φq sont des puissances huitiέmes;
si φp (respectivement φq) est puissance huitieme mais non φq (respectivement
φp) alors p (respectivement q) est facteur principal, et si ni φp ni φq ne sont
puissances huitiemes alors — 1 est facteur principal.
Nous allons determiner une racine carree de la forme φp=[p, 0, — q].
L'equation
(2.1) Z2=pX2-qY2
a done des solutions oύ Z > 0 , (Z, 2pq)=l, (X, Y) = l, et tout Z solution
donne la valeur 1 aux caracteres generiques, done
(f)-(f)-. - ,-2.(2.2)
Considerons Γequation (2.1) modulo 4, on voit que
ΓΞl(mod2), Y = 0(mod2) si pφ2
 y
:==Y = l(mod2) si p = 2.
Soit maintenant X et μ tels que
(2.4) \X-μY= 1.
Si^Φ2 alors (2.3) monter que X est impair. Appliquant la substitution lineaire
( X Lϋ\v fr ) a la forme [py 0, — q] on obtient Γidentite
ϊ Λ,/
avec
(2.6) b = pXμ-qYX , c = pμ2~q\2 .
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Tenant compte de (2.1), (2.4) et (2.6) on obtient
(2.7) bY=XZ2-pX.
L'equation (2.5) signifie que les formes [p> 0, —q] et [Z2, by c] sont
equivalentes, done une racine carree de [p, 0, —q] est la forme
f=[Z,b,Zc].
Comme h(pq) = O (mod 8) la forme / est dans le genre principal, done il
existe des entiers x, y et r tels que
(2.8) t2 =Zx2+2bxy+Zcy2
avec
(2.9) (x,y) = (r,2Zcpq) = l.
Multipliant (2.8) par Z on obtient
(2.10) Zr2 = Z2x?+2bxZy+c(Zy)2.
Appliquant Γidentite (2.5) a (2.10) avec ξ=x, η=Zy on obtient
(2.11) Zt2 = pS2-qT2
avec
(2.12) S = Xx+μZy , T = Yx+XZy .
Comme, d'apres (2.9), on a (x, Zy)=\ et que detί γ {?" J = l on voit que
(2.13) (S, T) = (S, qZr) = (T, pZr) = 1 .
De (2.7) et (2.8) on deduit l=Π^Σ\=(=2χyχYP\ Mais (2.11) montre
Le nombre r est le premier coefficient d'une racine quatrieme de la forme
[p, 0, — q]9 qui sera done une puissance huitiέme si, et seulement si, le nombre
r donne la valeur 1 a un caractέre generique.
Ceci est vrai ou faux independamment du choix des nombres X, Y, Z, X,
μ, x, y et r, done nous supposerons les signes de x et y choisis de maniere que
T=Yx+\Zy>0. De plus, X etant impair, on peut, si necessaire, supposer
μ pair en remplacant eventuellement (λ, μ) par ( λ + Y, μ+X).
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3. Demonstration du theoreme 1 (cas a)
Ici p et q sont deux nombres premiers impairs distincts, tels que h(pq) = O
(mod 8).
Dans ce cas nous considerons <pp=[p, 0, —q] et nous allons calculer le
caractere ί —) oύ r est defini par (2.8). Nous commenςons par remarquer que
\p /
0(mod4), si ^>=
1
 ' ' ( 2 (mod 4), si p=5 (mod 8).
On deduit de (2.11) que (—)(—) =(—) W (—). Comme (-Si) = 1
1 N /o\ \pΛp/4 \ p Ji\p JλpJ \p/A
(3.2) ) ( ) ( )
ρ I \ρ Λ\ p /
( 2T\). L'equation (2.11) montre quep J
ΓZΞΞI ( m o d 4 ) = φ 5 = l (mod2) et Γ = 0(mod2)
^ ' ' I Z = 3 (mod 4 ) # 5 = 0 (mod 2) et T= 1 (mod 2).
Nous distinguerons deux cas, Z = l (mod 4) et Z = 3 (mod 4).
a) Z = l (mod4). Alors T=2nTl9 Tλ impair, avec n = l si, et seulement si,
pZ = S (mod 8).
On a, utilisant la loi de reciprocite quadratique et (2.11),
2T\ (2\n+ι(2\n(Yx\ f2γ+1/2γ+1ίy\fX
-y) = \j) V)VY) = \j) Vz) \-)V
Tenant compte maintenant de (2.12) et (2.14) on obtient
)
Pour evaluer ( —) nous posons y=2my
u
 y
x
= 1 (mod 2); alors
\zJ \zJ\zJ vz/Vi^i/ Vz/
d'aprέs (2.8), d'oύ
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D'apres (2.3) et (3.3) Y et T sont pairs, done d'apres (2.12) y pair et x
impair, d'oϋ
(3.5) T=Y+y (mod 4).
Sip=Z = l (mod 8), Γequation (3.4) s'ecrit
p / \ Z J
Si/>=1, Z = 5 (mod 8), on a Y = 0, T = 2(mod4), doncm=w=l, done
(2TΛ _ /_2 Y ^ _ ^M^i
\p) \zhz) \zJ'
ip = 5,Z = l (mod 8), on a YΞΞΓΞΞ2 (mod 4), doncn=l, done
2T\ (X\ (2X\
Si p==Z = 5 (mod 8), on a Y = 2, T = 0 (mod 4),donc w = l , done
p Z1\ZI \Z )
b) Z = 3 (moJ 4). Comme T—Yx-\-XyZ est impair et Y pair, j ; est
impair. De plus comme S=Xx-{-Zμy = 0 (mod 2 ) o n a x = /i (mod 2). On
peut supposer μ choisi pair, done x=μ = 0 (mod 2). On a alors
2\(-l\(Yx
Utilisant maintenant (2.14) on obtient
On a utilise, outre la loi de reciprocite quadratique, Γequation (2.8) qui montre
(f HfXj Hf >
Comme Y, Λ? et μ, sont pairs on a T=\yZ=~\y et λX = l (mod 4), done
7>=-λ=Ξ-X(mod4).
On trouve done ici
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pAχ A z
Choisissons le signe de X de facon que ( — ) ί ^ - ) = l, c'est-a-dire X =
\ p / \ X /pJ\X
(mod 4). Alors, dans les deux cas Z = \ et Z = 3 (mod 4), on trouve
(fM¥)*~
(f)-(f ).(¥)•
On voit done que la classe de [p, 0, —q] est une puissance huitieme si,
( Z\ ί2X\— ) ( )=1, ce qui prouve le theoreme 1.p /4\ Z /
REMARQUE. Yamamoto ([6]) considere Γequation
Cette equation a d'une part des solutions t\ r\ sf=-2q^HP)~l)ί2 et d'autre
part des solutions t",
 r
"=2p(h{q)~1)/2, s", oύ, de plus, on suppose les signes de t'
et t" choisis de facon que t' (respectivement t") = 2, 6, 3, 7 (mod 8) suivant que
r' (respectivement s") = 0, 4, ± 1 , ± 3 (mod 8). Le resultat de Yamamoto
( tr \ ί iπ\— ) = ( —p /4 V q /4
= 1, et que, sinon, p, q, — 1 est facteur principal suivant que ί ί — J , ί — j J =
(1, - 1 ) , ( - 1 , 1) ou ( - 1 , - 1 ) , autrement dit que a=(—) , β=(—)
\p /4 V q /4
4. Demonstration du theoreme 2
Soit p un nombre premier tel que h(2p) = 0 (mod 8), done p=l (mod 16).
α) Nous considerons d'abord la premiere aquation (1.3).
(4.1) Z2 = ^ 2 - 2 F 2 , (X, Y) = 1 , Z > 0 .
Comme Z = ± 1 (mod 8) on a
(4.2)
L'equation (2.11) avec q—2 montre que S est impair et que
r
==l (mod 8)=Φ Γpair,fZ  l (
I Z = - 1 (mod 8 ) # Γ impair
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Nous allons calculer ( — ) . L'equation (2.11) avec q=2 entraίne
Pour calculer (—) nous distinguons les cas Z = l et Z = —1 (mod 8).
\pJ
a) Z Ξ I [mod 8). On trouve successivement
oύ TΊ et j ^ designent les parties impaires de T et y et oύ nous avons utilise,
outre la loi de reciprocite quadratique, les equations (2.8), (2.11), (2.14) et (4.1).
b) Z = —1 (mod 8). Comme Y est pair et T=YxJt~\Zy impair, y est
impair. Nous supposons μ choisi pair, done, comme S=Xx-\-μZy est impair,
x est impair. Comme plus haut on trouve successivement
- (i) -
Comme μ et Y sont pairs on a λ X = l + μ , Y = l (mod 4), done
Ty = Yxy+\Zy2= Y-λ= Y-X (mod 4),
ce qui, tenant compte de (4.2) donne
Supposons le signe de X choisi de faςon que ( — ) = = ^ ^ n a al°rs> dans
les deux cas Z = 1 et Z = — 1 (mod 8),
<«> (f)-(?).(!)•
/3) Nous considerons maintenant la deuxieme equation de (1.3)
(4.6) Z'2 = 2X'2-pY'2, Z'>0 , {X\ Yf) = 1 .
Ici, d'apres (2.3), X' et Y' sont impairs. De plus on peut toujours choisir
Z' = l (mod 8). En effet si (Z', X\ Y') est solution on voit, en utilisant Γunite
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3+2χ/T de norme 1 de Q(VΎ), que (3Z'+4\X'\, 2Z'+3\X'\, Yf) est aussi
solution, et 3Z'+4\X'\=l (mod 8) si Z ' Ξ Ξ - 1 (mod 8). L'equation (2.11)
avec p=2, q=p s'ecrit
(4.7) ZV2 = 2S2-pT2
et montre que Zfr2=2-T2=T2 (mod 16) c'est-a-dire
D'autre part on deduit de (4.7) successivement, comme plus haut,
(2\
 =
 (ZT\
 =
 (T\
 =
 (Y^x\
 =
 (-2yX'\
 =
 (yχX'\
\τ) \τ) \zfi \z') \ z' ) \ z' )
i^ i \z'
Done on a
ce qui, avec (4.5), acheve de demontrer le theoreme 2.
Pour demontrer le corollaire il suffit de remarquer que les decompositions
p=ι?-\-2v2 et p=2eί—d2 nous donnent pour solutions des equations (1.3) re-
spectivement
(X,Y,Z)=(l,v,u) et (X',Y',Z') = (e,l,d).
REMARQUES. Si p verifie h(2p) = 0 (mod 8), on a
(4.10) p =f-2g> avec/=l (mod 8), (•£) = l,fetg>0 .
\pJ
1) Yamamoto [6] considere (comme au § 3) Γequation
t2 = pr*+2έ .
Cette equation a pour solutions particulieres (/, 1,^) et aussi (ty r, 2h{p)+ι)
avec t=2Hp)+ι (mod 8). Le resultat de [6] (Theorem 5.5) est que h(2p) = 0
(mod 16) si, et seulement si, (£) =1 et t=2Hp>+l (mod 16). Sinon —2, 2,
\p /4
— 1 est facteur principal suivant que
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En particulier, comparant avec le corollaire du theoreme 2 on voit que
2) La relation (4.11) peut etre generalisee & tous les nombres premiers p
tels que h(—2p) = 0 (mod 8). Un tel nombre p satisfait k (1.6) et (4.10), mais
n'est pas necessairement = 1 (mod 16), et alors on a
Λ(-2ί)Ξ=0(modl6)<
—) = 1 (Yamamoto [6], Theorem 5.8]
• p /4
(3-) = 1 (Leonard et Williams [4], Theorem 2).
\ ϋ /4
3) On retrouve ainsi le fait que, si h(2p) = 0 (mod 8), h(—2p) = 0 (mod 16)
si, et seulement si, h(2p) = 0 (mod 16) ou —2 est facteur principal, ce qui a ere
prouve dans [3] par une methode utilisant les formules analytiques pour les
nombres des classes.
5. Exemples numeriques
Theoreme 1.
pq
505
905
2305
6953
8105
8473
P
• 5
5
5
17
1621
37
q
101
181
461
409
5
229
X
-9
-13
-21
41
-1
-5
Y
2
2
2
8
18
2
Z
1
11
19
49
1
3
X'
-1
-|
-9
9
-37
-1
y
2
6
86
40
2
2
Z'
9
1
19
77
19
9
a
1
j
1
-1
1
1
β
-1
1
1
-1
1
1
-1
j
i>
q
h(pq)
8
8
16
8
16
16
Theoreme 2.
P
113
257
337
3089
3361
4481
X
1
3
3
3
3
3
y
4
34
26
106
118
142
Z
9
1
41
73
49
1
53
13
13
669
41
1941
7
1
1
17
1
41
Z'
9
9
1
49
1
49
-1
1
-1
1
1
1
-1
-J
1
1
1
1
.PP
-1
-2
2
-1
2
-2
Λ(2/>)
8
8
8
16
16
16
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